
볼츠만 머신



• 𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑗𝑖

• Δ𝐻 ≤ 0

• 𝑆𝑖 ∈ −1, +1

•

•















ℎ𝑖 = σ𝑗 𝑤𝑖𝑗𝑆𝑗

𝑔(ℎ𝑖) =
1

1+exp(−2𝛽ℎ𝑖)

P Si = +1 = 𝑔(ℎ𝑖), P Si = −1 = 1 − 𝑔(ℎ𝑖)



ℎ𝑖 = σ𝑗 𝑤𝑖𝑗𝑆𝑗

𝑔(ℎ𝑖) =
1

1+exp(−2𝛽ℎ𝑖)
, 𝛽 =

1

𝑇
T는 온도

P Si = +1 = 𝑔(ℎ𝑖), P Si = −1 = 1 − 𝑔(ℎ𝑖)

S1 = +1 S2 = −1



ℎ𝑖 = σ𝑗 𝑤𝑖𝑗𝑆𝑗

𝑔(ℎ𝑖) =
1

1+exp(−2𝛽ℎ𝑖)
, 𝛽 =

1

𝑇
T는 온도

P Si = +1 = 𝑔(ℎ𝑖), P Si = −1 = 1 − 𝑔(ℎ𝑖)

S1 = +1 S2 = −1
ℎ3 = 0.8 ∗ 1 + −0.4 ∗ −1 = 1.2



ℎ𝑖 = σ𝑗 𝑤𝑖𝑗𝑆𝑗

𝑔(ℎ𝑖) =
1

1+exp(−2𝛽ℎ𝑖)
, 𝛽 =

1

𝑇
T는 온도

P Si = +1 = 𝑔(ℎ𝑖), P Si = −1 = 1 − 𝑔(ℎ𝑖)

S1 = +1 S2 = −1
ℎ3 = 0.8 ∗ 1 + −0.4 ∗ −1 = 1.2

𝛽 = 1, 𝑔(ℎ3) ≈ 0.9



ℎ𝑖 = σ𝑗 𝑤𝑖𝑗𝑆𝑗

𝑔(ℎ𝑖) =
1

1+exp(−2𝛽ℎ𝑖)
, 𝛽 =

1

𝑇
T는 온도

P Si = +1 = 𝑔(ℎ𝑖), P Si = −1 = 1 − 𝑔(ℎ𝑖)

S1 = +1 S2 = −1
ℎ3 = 0.8 ∗ 1 + −0.4 ∗ −1 = 1.2

𝛽 = 1, 𝑔(ℎ3) ≈ 0.9

P S3 = +1 = 𝑔(ℎ3) = 0.9



𝑔(ℎ𝑖) =
1

1+exp(−2𝛽ℎ𝑖)
, 𝛽 =

1

𝑇

𝛽 = 0.5

𝛽 = 5



𝑔(ℎ𝑖) =
1

1+exp(−2𝛽ℎ𝑖)
, 𝛽 =

1

𝑇

𝛽 = 0.5

𝛽 = 5

𝑇 ↑ ⇒ 𝛽 ↓ 
⇒ 출력 무작위

𝑇 ↓ ⇒ 𝛽 ↑
⇒ 출력 결정론적



𝐻 𝑆𝑖 = −
1

2
෍

𝑖𝑗

𝑤𝑖𝑗𝑆𝑖𝑆𝑗



𝐻 𝑆𝑖 = −
1

2
෍

𝑖𝑗

𝑤𝑖𝑗𝑆𝑖𝑆𝑗

𝑃 𝑆𝑖 =
𝑒−𝛽𝐻 𝑆𝑖

𝑍



𝐻 𝑆𝑖 = −
1

2
෍

𝑖𝑗

𝑤𝑖𝑗𝑆𝑖𝑆𝑗

𝑃 𝑆𝑖 =
𝑒−𝛽𝐻 𝑆𝑖

𝑍

𝑍 = ෍

𝑆𝑖

𝑒−𝛽𝐻 𝑆𝑖



𝑤12 = 2, 𝛽 = 1

𝑆 = (𝑆1, 𝑆2)

𝑃 𝑆 =
𝑒−𝛽𝐻 𝑆

𝑍
=

𝑒2𝑆1𝑆2

𝑍
=

𝑒2𝑆1𝑆2

𝑍

𝐻 𝑆 = −
1

2
෍

𝑖𝑗

𝑤𝑖𝑗𝑆𝑖𝑆𝑗 = −2𝑆1𝑆2

𝑍 = 2𝑒2 + 2𝑒−2 𝑍 = ෍

𝑆𝑖

𝑒−𝛽𝐻 𝑆𝑖



𝑤12 = 2, 𝛽 = 1

𝑆 = (𝑆1, 𝑆2)

𝑃 𝑆 =
𝑒−𝛽𝐻 𝑆

𝑍
=

𝑒2𝑆1𝑆2

𝑍
=

𝑒2𝑆1𝑆2

𝑍

𝑍 = 2𝑒2 + 2𝑒−2

𝑃 {𝑆1 = +1, 𝑆2 = +1} =
𝑒2

𝑍
= 0.49



𝑃𝛼 = ෍

𝛾

𝑃𝛼𝛾 =
σ𝛾 𝑒−𝛽𝐻𝛼𝛾

𝑍

α

γ

𝑃𝛼 α

𝑃𝛼𝛾: α γ

𝐻𝛼𝛾: α γ



𝐸 = ෍

𝛼

𝑅𝛼 ln
𝑅𝛼

𝑃𝛼
≥ 0

𝑅𝛼

α

𝑃𝛼 α

𝐸 = 0 ⇔ 𝑅𝛼 = 𝑃𝛼



𝑤𝑛𝑒𝑤 = 𝑤𝑜𝑙𝑑 − 𝜂
𝑑𝐸

𝑑𝑤

w

E



𝑤𝑛𝑒𝑤 = 𝑤𝑜𝑙𝑑 − 𝜂
𝑑𝐸

𝑑𝑤

Δ𝑤𝑖𝑗 = −𝜂
𝑑𝐸

𝑑𝑤𝑖𝑗
= −𝜂 σ𝛼

𝑅𝛼

𝑃𝛼

𝜕𝑃𝛼

𝜕𝑤𝑖𝑗

𝜕𝑃𝛼

𝜕𝑤𝑖𝑗
= 𝛽[෍

𝛾

𝑆𝑖
𝛼𝛾

𝑆𝑗
𝛼𝛾

𝑃𝛼𝛾 − 𝑃𝛼{෍

𝛼,𝛾

𝑃𝛼𝛾𝑆𝑖
𝛼𝛾

𝑆𝑗
𝛼𝛾

}]



Δ𝑤𝑖𝑗 = −𝜂
𝑑𝐸

𝑑𝑤𝑖𝑗
= −𝜂 σ𝛼

𝑅𝛼

𝑃𝛼

𝜕𝑃𝛼

𝜕𝑤𝑖𝑗
= ⋯

= 𝜂𝛽[< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑−< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑓𝑟𝑒𝑒]

< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑: 𝑆𝑖𝑆𝑗

< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑓𝑟𝑒𝑒: 𝑆𝑖𝑆𝑗



Δ𝑤𝑖𝑗 = −𝜂
𝑑𝐸

𝑑𝑤𝑖𝑗
= −𝜂 σ𝛼

𝑅𝛼

𝑃𝛼

𝜕𝑃𝛼

𝜕𝑤𝑖𝑗
= ⋯

= 𝜂𝛽[< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑−< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑓𝑟𝑒𝑒]

< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑: 𝑆𝑖𝑆𝑗

< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑓𝑟𝑒𝑒: 𝑆𝑖𝑆𝑗



β η



β η

Δ𝑤12 = 𝜂𝛽[< 𝑆1𝑆2 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑−< 𝑆1𝑆2 >𝑓𝑟𝑒𝑒]



β η

Δ𝑤12 = 0.2[< 𝑆1𝑆2 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑−< 𝑆1𝑆2 >𝑓𝑟𝑒𝑒]



β η

< 𝑆1𝑆2 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑= 1

S1 S2 S3 확률

1 1 1 0.5

1 1 -1 0.5

-1 -1 1 0.5

-1 -1 -1 0.5



β η

< 𝑆1𝑆2 >𝑓𝑟𝑒𝑒=0

S1 S2 S3 확률

1 1 1 0.125

1 1 -1 0.125

1 -1 1 0.125

… 0.125

-1 -1 -1 0.125



β η

Δ𝑤12 = 0.2[< 𝑆1𝑆2 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑−< 𝑆1𝑆2 >𝑓𝑟𝑒𝑒]

= 0.2 1 − 0 = 0.2

𝑤12 𝑛𝑒𝑤 = 𝑤12 𝑜𝑙𝑑 + 0.2 = 0 + 0.2 = 0.2



β η

𝑤12 𝑛𝑒𝑤 = 0.2



β η

𝑤12 𝑛𝑒𝑤 = 0.2

S1 S2 확률

1 1 0.29

1 -1 0.20

-1 1 0.20

-1 -1 0.29



𝑃 𝑆𝑖 → −𝑆𝑖 =
1

1 + 𝑒𝛽Δ𝐻𝑖



Δ

𝑤12 = 2, 𝛽 = 1

𝑆 = (𝑆1, 𝑆2)

𝐻 𝑆 = −
1

2
෍

𝑖𝑗

𝑤𝑖𝑗𝑆𝑖𝑆𝑗 = −2𝑆1𝑆2

𝑺𝟏 𝑺𝟐 𝑯 𝜟𝑯



Δ

𝑺𝟏 𝑺𝟐 𝑯 𝜟𝑯

𝜟𝑯



β Δ𝐻𝑖

𝑃 𝑆𝑖 → −𝑆𝑖 =
1

1 + 𝑒𝛽Δ𝐻𝑖



Δ



Δ



Δ



•

𝐸 = ෍

𝛾

𝑄𝛾 ෍

𝛼

R𝛼|𝛾ln
𝑅𝛼|𝛾

𝑃𝛼|𝛾

𝑸𝜸 𝜸이

R𝛼|𝛾 𝜸 α

𝑃𝛼|𝛾 𝜸 α



Δ𝑤𝑖𝑗 = 𝜂𝛽[< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑐𝑙𝑎𝑚𝑝𝑒𝑑−< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >𝑓𝑟𝑒𝑒]



•

𝑚𝑖 = tanh 𝛽 ෍

𝑗

𝑤𝑖𝑗𝑚𝑗 ∈ [−1, 1]

𝑚𝑖
𝑛𝑒𝑤 = tanh 𝛽 ෍

𝑗

𝑤𝑖𝑗𝑚𝑗
𝑜𝑙𝑑

< 𝑆𝑖𝑆𝑗 >≈< 𝑆𝑖 >< 𝑆𝑗 >= 𝑚𝑖𝑚𝑗



• 볼츠만 머신의 목표
• 가중치를 조정함으로써 유닛 상태 패턴 확률이 목표 분포와 비슷해지

도록 만드는 것

• 홉필드 모델과 차이점
• 에너지 함수 변화량이 양수일 수 있음 → 시뮬레이티드 어널링을 통해 

국소 최솟값을 벗어날 수 있음

• 은닉층 추가 → 고차원적인 패턴 학습 가능
• XOR 문제 해결





•

𝑤𝑖𝜇 𝜉𝑖
𝜇



𝜎𝑖 𝜖 −1, +1
𝜇 = 1, … , 𝑃

μ 𝜉𝑖
𝜇



σ



• RBM (restricted 볼츠만 머신)
• 두 개의 층으로 구성

• 하나의 층 내부에서는 서로 연결되지 않음
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